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1. Επιμεριστική Ιδιότητα

(1) α (β + γ) = αβ + αγ

(2) α (β − γ) = αβ − αγ

(3) α (β + γ − δ) = αβ + αγ − αδ

(4) (α+ β) (γ + δ) = αγ + αδ + βγ + βδ

2. Ιδιότητες Πράξεων

(1) (α = β και γ = δ)⇒ α+ γ = β + δ (πρόσθεση κατά μέλη)

(2) (α = β και γ = δ)⇒ αγ = βδ (πολλαπλασιασμός κατά μέλη)

(3) αβ = 0⇔ α = 0 ή β = 0

(4) αβ 6= 0⇔ α 6= 0 και β 6= 0

3. Δυνάμεις

(1) αν = α · α · · ·α︸ ︷︷ ︸
ν−πα%αγoντες

(2) α = α1

(3) α0 = 1, α 6= 0

(4) α−ν =
1

αν
, α 6= 0

(5) αν · αµ = αν+µ
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(6)
αν

αµ
= αν−µ , α 6= 0

(7) (α · β)ν = ανβν

(8) (αµ)ν = αµν

(9)

(
α

β

)ν
=
αν

βν
, β 6= 0

(10)

(
α

β

)−ν
=

(
β

α

)ν
, α, β 6= 0

(11) 1ν = 1 για κάθε ν ∈ N

(12) (−1)2ν = 1 για κάθε ν ∈ N

(13) (−1)2ν+1 = −1 για κάθε ν ∈ N

4. Ταυτότητες

(1) (x+ y)2 = x2 + 2xy + y2

(2) (x− y)2 = x2 − 2xy + y2

(3) (x+ y)3 = x3 + 3x2y + 3xy2 + y3

(4) (x− y)3 = x3 − 3x2y + 3xy2 − y3

(5) x2 − y2 = (x− y) (x+ y)

(6) x3 − y3 = (x− y)
(
x2 + xy + y2

)
(7) x3 + y3 = (x+ y)

(
x2 − xy + y2

)
(8) (a+ b+ c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab+ 2ac+ 2bc
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(9) xν−yν = (x− y)
(
xν−1 + xν−2y + xν−3y2 + . . .+ xyν−2 + yν−1

)
, ν ∈ N∗

5. Διάταξη Πραγματικών Αριθμών

(1) a, b ομόσημοι⇔ a · b > 0⇔ a

b
> 0

(2) a, b ετερόσημοι⇔ a · b < 0⇔ a

b
< 0

(3) Για κάθε a ∈ R ισχύει a2 ≥ 0. Η ισότητα ισχύει μόνο όταν a = 0.

(4) a2 + b2 = 0⇔ a = 0 και b = 0

(5) a2 + b2 > 0⇔ a 6= 0 ή b 6= 0

(6) (α > β και γ > δ)⇒ α+ γ > β + δ (πρόσθεση κατά μέλη)

(7) Για θετικούς πραγματικούς α, β, γ, δ ισχύει

(α > β και γ > δ)⇒ α · γ > β · δ
(πολλαπλασιασμός κατά μέλη)

(8) Για μη αρνητικούς πραγματικούς α, β και θετικό ακέραιο ν ισχύει

α > β ⇔ αν > βν

(9) Αν α, β ομόσημοι αριθμοί, τότε

α < β ⇔ 1

α
>

1

β

6. Απόλυτη Τιμή Πραγματικού Αριθμού

(1) |α| =
{

α, α ≥ 0
−α, α < 0
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(2) |a| = |−a| ≥ 0

(3) |a| ≥ a και |a| ≥ −a ή ισοδύναμα, − |a| ≤ a ≤ |a| για κάθε a ∈ R.

(4) |a|2 = a2

(5) Αν θ > 0, τότε |x| = θ ⇔ x = θ ή x = −θ

(6) |x| = |a| ⇔ x = a ή x = −a

(7) |x · y| = |x| · |y|

(8)

∣∣∣∣xy
∣∣∣∣ =
|x|
|y|
, y 6= 0

(9) |x+ y| ≤ |x|+ |y|

(10) d(α, β) = |α− β| (απόσταση)

(11) Για x0 ∈ R και ρ > 0, ισχύει:

|x− x0| < ρ⇔ −ρ < x− x0 < ρ⇔

x0 − ρ < x < x0 + ρ⇔ x ∈ (x0 − ρ, x0 + ρ)

(12) Για x0 ∈ R και ρ > 0, ισχύει:

|x− x0| > ρ⇔ x− x0 < −ρ ή x− x0 > ρ⇔

x < x0 − ρ ή x > x0 + ρ⇔ x ∈ (−∞, x0 − ρ) ∪ (x0 + ρ,+∞)

7. Ρίζες Πραγματικών Αριθμών

(1) Αν α, x ≥ 0 ορίζουμε
√
α = x⇔ x2 = α.
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(2)
√
α

2
= α, α ≥ 0

(3)

√
α2 = |α|

(4)
√
α · β =

√
α ·
√
β, α, β ≥ 0

(5)

√
α

β
=

√
α√
β
, α ≥ 0, β > 0

(6) Αν α, x ≥ 0 και ν θετικός ακέραιος, ορίζουμε ν
√
α = x⇔ xν = α.

(7) ( ν
√
a)
ν

= a και
ν
√
aν = a για a ≥ 0

(8) Αν a ≤ 0 και ν άρτιος, τότε
ν
√
aν = |a|

(9)
ν
√
α · β = ν

√
α · ν
√
β, α, β ≥ 0

(10) ν

√
α

β
=

ν
√
α

ν
√
β
, α ≥ 0, β > 0

(11)
ν
√

µ
√
a = µν

√
a, a ≥ 0

(12)
νρ
√
aµρ = ν

√
aµ, a ≥ 0

(13) Αν α, β ≥ 0, τότε ισχύει:

α < β ⇔ ν
√
α < ν

√
β

(14) Αν a > 0, μ ακέραιος και ν θετικός ακέραιος, τότε ορίζουμε a
µ
ν = ν
√
aµ

8. Εξισώσεις α΄ Βαθμού

Γενική Μορφή: αx = β

(1) Για α 6= 0 έχουμε αx = β ⇔ x =
β

α
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(2) Η 0 · x = 0 είναι ταυτότητα.

(3) Η 0 · x = β για β 6= 0 είναι αδύνατη.

9. Η Εξίσωση xν = α

(1) Για α > 0 ισχύει xν = α⇔ x =

{
ν
√
α, ν περιττός

± ν
√
α, ν άρτιος

(2) Για α < 0 και ν περιττός ισχύει xν = α⇔ x = − ν
√
|α|

(3) Για α < 0 και ν άρτιος ισχύει xν = α είναι αδύνατη.

10. Εξισώσεις β΄ Βαθμού

∆ = β2 − 4αγ αx2 + βx+ γ = 0, α 6= 0 Παραγοντοποίηση

∆ > 0 ΄Ανισες ρίζες ρ1,2 = −β±
√

∆
2α α (x− ρ1) (x− ρ2)

∆ = 0 Διπλή ρίζα ρ = − β
2α α (x− ρ)2

∆ < 0 Αδύνατη στο R Μη ουσιώδης παραγοντοποίηση

• Τύποι Vieta:

S = ρ1 + ρ2 = −β
α

και

P = ρ1 · ρ2 =
γ

α

• Μια δευτεροβάθμια εξίσωση με ρίζες ρ1, ρ2 είναι η

x2 − Sx+ P = 0
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11. Ανισώσεις α΄ Βαθμού

x −β
α

αx+ β ετερόσημο του α ομόσημο του α

12. Ανισώσεις β΄ Βαθμού

• Για ∆ > 0 και ρίζες ρ1, ρ2 έχουμε τον πίνακα προσήμου του

αx2 + βx+ γ, α 6= 0

x ρ1 ρ2

αx2 + βx+ γ ομόσημο του α ετερόσημο του α ομόσημο του α

• Για ∆ = 0 και διπλή ρίζα ρ έχουμε τον πίνακα προσήμου του

αx2 + βx+ γ, α 6= 0

x ρ

αx2 + βx+ γ ομόσημο του α ομόσημο του α

• Για ∆ < 0 έχουμε τον πίνακα προσήμου του

αx2 + βx+ γ, α 6= 0

x −∞ +∞

αx2 + βx+ γ ομόσημο του α
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13. Αριθμητική Πρόοδος

(1) aν+1 − aν = ω ⇔ aν+1 = aν + ω

(2) aν = a1 + (ν − 1)ω

(3) (α, β, γ διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου)⇔ β =
α+ γ

2

Το β λέγεται αριθμητικός μέσος των α και γ.

(4) Sν =
ν

2
(aν + a1) ή Sν =

ν

2
[2a1 + (ν − 1)ω]

Με Sν συμβολίζουμε το άθροισμα των πρώτων ν όρων αριθμητικής

προόδου.

14. Γεωμετρική Πρόοδος

(1) aν+1 = λaν ⇔
aν+1

aν
= λ, όπου λ 6= 0

(2) aν = λν−1a1

(3) (α, β, γ διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου)⇔ β =
√
α · γ

Το β λέγεται γεωμετρικός μέσος των α και γ.

(4) Sν = a1
λν − 1

λ− 1
, όπου λ 6= 1

Με Sν συμβολίζουμε το άθροισμα των πρώτων ν όρων γεωμετρικής

προόδου.

΄Οταν λ = 1, τότε Sν = ν · a1.
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15. Γραμμικά Συστήματα

Γενική Μορφή (2× 2):

{
αx+ βy = γ
α′x+ β′y = γ′

• ΄Ενα γραμμικό σύστημα 2× 2 μπορεί να έχει είτε μία λύση, είτε άπειρες

λύσεις (αόριστο), είτε καμία λύση (αδύνατο).

Μέθοδοι Επίλυσης:

Μέθοδος αντικατάστασης: Λύνουμε μία από τις δύο εξισώσεις

ως προς έναν άγνωστο, π.χ. την 1η ως προς x.

Αντικαθιστούμε στην 2η εξίσωση το x που βρήκαμε και λύνουμε

την εξίσωση με μία μεταβλητή, y, που προκύπτει.

Αντικαθιστούμε την τιμή του y που βρήκαμε στην 1η εξίσωση και

υπολογίζουμε τον άλλο άγνωστο, το x.

Μέθοδος αντίθετων συντελεστών: (Απαλοιφή Gauss) Πολλα-

πλασιάζουμε τα μέλη των δύο εξισώσεων με κατάλληλους αριθμούς

ώστε να δημιουργηθούν αντίθετοι συντελεστές του ενός αγνώστου

στις εξισώσεις που προκύπτουν.

Προσθέτουμε κατά μέλη τις δύο εξισώσεις και προκύπτει μία εξί-

σωση με έναν άγνωστο, την οποία λύνουμε.

Αντικαθιστούμε την τιμή του αγνώστου που βρήκαμε σε μία από

τις εξισώσεις του συστήματος και υπολογίζουμε την τιμή του άλλου

αγνώστου.

Μέθοδος Οριζουσών(Κανόνας Cramer): Υπολογίζουμε την ο-

ρίζουσα του συστήματος

D =

∣∣∣∣ α β
α′ β′

∣∣∣∣ = αβ′ − βα′

Αν D = 0, τότε το σύστημα είναι αόριστο ή αδύνατο.

Αν D 6= 0, τότε το σύστημα έχει μοναδική λύση (x, y) με

x =
Dx

D
και y =

Dy

D
,
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www.ymathematics.gr



όπου

Dx =

∣∣∣∣ γ β
γ′ β′

∣∣∣∣ = γβ′ − βγ′

και

Dy =

∣∣∣∣ α γ
α′ γ′

∣∣∣∣ = αγ′ − γα′

Γενική Μορφή (3× 3):

 α11 · x+ α12 · y + α13 · z = β1

α21 · x+ α22 · y + α23 · z = β2

α31 · x+ α32 · y + α33 · z = β3

• ΄Ενα γραμμικό σύστημα 3× 3 μπορεί να έχει είτε μία λύση, είτε άπειρες

λύσεις (αόριστο), είτε καμία λύση (αδύνατο).

Μέθοδοι Επίλυσης:

Μέθοδος αντικατάστασης: Λύνουμε μία από τις τρεις εξισώσεις

ως προς έναν άγνωστο, π.χ. την 1η ως προς z.

Αντικαθιστούμε στις άλλες δύο εξισώσεις το z που βρήκαμε και

προκύπτει ένα γραμμικό σύστημα 2 × 2 το οποίο λύνουμε κατά τα

γνωστά.

Αντικαθιστούμε τις τιμές των x και y που βρήκαμε από την λύση

του 2 × 2 συστήματος στην 1η εξίσωση και υπολογίζουμε τον άλλο

άγνωστο, το z.

16. Μη Γραμμικά Συστήματα

α: ΄Ενα σύστημα εξισώσεων λέγεται μη γραμμικό, όταν τουλάχιστον

μία από τις εξισώσεις του είναι μη γραμμική.

β: Τα μη γραμμικά συστήματα λύνονται είτε με τη μέθοδο της αντικα-

τάστασης είτε με τη μέθοδο των αντίθετων συντελεστών .

Σημαντικό: Οι λύσεις, αν υπάρχουν, ενός συστήματος εξισώσεων,

γραμμικού ή μη γραμμικού, είναι οι συντεταγμένες των κοινών σημείων

των γραμμών που παριστάνουν οι εξισώσεις σε ένα καρτεσιανό επίπεδο

Oxy.
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17. Τριγωνομετρκοί Αριθμοί Οξείας Γωνίας Ορθογωνίου

Τριγώνου

Σχημα 1. Ορθογώνιο τρίγωνο
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18. Τριγωνομετρικός Κύκλος

• Σε κάθε καρτεσιανό επίπεδο Oxy θεωρούμε οτι οι γωνίες έχουν αρχική

πλευρά τον θετικό ημιάξονα Ox.

• Θετική φορά διαγραφής μια γωνίας θεωρείται η αντίθετη από αυτήν των δει-

κτών του ρολογιού.

• ΄Ενας κύκλος με κέντρο την αρχή των αξόνων ενός καρτεσιανού επιπέδου

ακτίνας 1 λέγεται τριγωνομετρικός κύκλος.

Σχημα 2. Τριγωνομετρικός κύκλος

• Αν η τελική πλευρά μιας γωνίας ω τέμνει τον τριγωνομετρικό κύκλο στο

σημείο M(x, y), τότε

• συνω = x = τετμημένη του σημείου Μ

• ηµω = y = τεταγμένη του σημείου Μ

• Ο x′x λέγεται άξονας των συνημιτόνων και ο y′y λέγεται άξονας των ημιτό-

νων.

• Η ¨πράσινη’ εφαπτομένη του τριγωνομετρικού κύκλου λέγεται άξονας των ε-

φαπτομένων και η ¨κόκκινη’ λέγεται άξονας των συνεφαπτομένων(Σχήμα 2).

• Συνέπειες του τριγωνομετρικού κύκλου είναι

16
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(1) |ηµω| ≤ 1 για κάθε γωνιά ω.

(2) |συνω| ≤ 1 για κάθε γωνιά ω.

(3)

τεταρτημόριο 1ο 2ο 3ο 4ο

ηµω + + − −

συνω + − − +

εϕω + − + −

εϕω + − + −

Μνημονοτεχνικός κανόνας προσήμου

Σχημα 3

19. Ακτίνιο

(1) Ακτίνιο ή 1rad είναι η γωνία που όταν γίνει επίκεντρη σε έναν κύ-

κλο, βαίνει σε τόξο μήκους μιας ακτίνας.

17
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(2)
α

π
=

µ

180◦
,

όπου α είναι το μέτρο μιας γωνίας σε rad και µ το μέτρο μιας γωνίας

σε μοίρες.

20. Πίνακας Τριγωνομετρικών Αριθμών Βασικών Γωνιών

Γωνία ω Τριγωνομετρικοί Αριθμοί

μοίρες rad ηµω συνω εϕω σϕω
0◦ 0 0 1 0 Δεν ορίζεται

30◦ π
6

1
2

√
3

2

√
3

3

√
3

45◦ π
4

√
2

2

√
2

2 1 1

60◦ π
3

√
3

2
1
2

√
3

√
3

3

90◦ π
2 1 0 Δεν ορίζεται 0

180◦ π 0 −1 0 Δεν ορίζεται

270
◦ 3π

2 −1 0 Δεν ορίζεται 0

21. Βασικές Τριγωνομετρικές Ταυτότητες

(1) ηµ2x+ συν2x = 1

(2) εϕx =
ηµx

συνx

(3) σϕx =
συνx

ηµx

(4) εϕx · σϕx = 1

(5) ηµ2x =
εϕ2x

1 + εϕ2x

(6) συν2x =
1

1 + εϕ2x

18
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22. Αναγωγή στο 1ο Τεταρτημόριο

(1) Για κάθε κ ∈ Z:

• ηµ(2κπ + θ) = ηµθ

• συν(2κπ + θ) = συνθ

• εϕ(2κπ + θ) = εϕθ

• σϕ(2κπ + θ) = σϕθ

(2) Τριγωνομετρικοί αριθμοί αντίθετων γωνιών:

• ηµ(−θ) = −ηµθ
• συν(−θ) = συνθ

• εϕ(−θ) = −εϕθ
• σϕ(−θ) = −σϕθ

(3) Τριγωνομετρικοί αριθμοί παραπληρωματικών γωνιών:

• ηµ(π − θ) = ηµθ

• συν(π − θ) = −συνθ
• εϕ(π − θ) = −εϕθ
• σϕ(π − θ) = −σϕθ

(4) Τριγωνομετρικοί αριθμοί γωνιών με διαφορα π:

• ηµ(π + θ) = −ηµθ
• συν(π + θ) = −συνθ
• εϕ(π + θ) = εϕθ

• σϕ(π + θ) = σϕθ

(5) Τριγωνομετρικοί αριθμοί συμπληρωματικών γωνιών:

• ηµ
(π

2
− θ
)

= συνθ

• συν
(π

2
− θ
)

= ηµθ

• εϕ
(π

2
− θ
)

= σϕθ

• σϕ
(π

2
− θ
)

= εϕθ

19
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Σχόλιο: Οι προηγούμενες ισότητες ισχύουν και για μοίρες θέτοντας 180◦

αντί του π.

23. Τριγωνομετρικές Συναρτήσεις

Σχημα 4. Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων ημίτονο

και συνημίτονο.

(1) Η συνάρτηση ηµx είναι περιοδική με περίοδο T = 2π, παίρνει μέγιστη
τιμή 1 και ελάχιστη τιμή −1.

(2) Η συνάρτηση συνx είναι περιοδική με περίοδο T = 2π, παίρνει μέγι-
στη τιμή 1 και ελάχιστη τιμή −1.

(3) Η συνάρτηση εϕx είναι περιοδική με περίοδο T = π με πεδίο ορισμού

A = {x | συνx 6= 0}.

(4) Η συνάρτηση σϕx είναι περιοδική με περίοδο T = π με πεδίο ορισμού

A = {x | ηµx 6= 0}.

(5) Οι συναρτήσεις f(x) = ρ · ηµωx και g(x) = ρ · συνωx, όπου ρ 6= 0
και ω > 0 έχουν

• περίοδο T =
2π

ω
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• μέγιστη τιμή ίση με |ρ|

• ελάχιστη τιμή ίση με − |ρ|.

24. Τριγωνομετρικές Εξισώσεις

(1) ηµx = ηµθ ⇔ x = 2κπ + θ ή x = 2κπ + (π − θ), κ ∈ Z.

(2) συνx = συνθ ⇔ x = 2κπ + θ ή x = 2κπ − θ, κ ∈ Z

(3) εϕx = εϕϑ⇔ x = κπ + θ, κ ∈ Z

(4) σϕx = σϕϑ⇔ x = κπ + θ, κ ∈ Z

25. Τριγωνομετρικές Αριθμοί Αθροίσματος και Διαφοράς

Γωνιών

(1) συν (x+ y) = συνxσυνy − ηµxηµy

(2) συν (x− y) = συνxσυνy + ηµxηµy

(3) ηµ (x+ y) = ηµxσυνy + ηµyσυνx

(4) ηµ (x− y) = ηµxσυνy − ηµyσυνx

(5) εϕ (x+ y) =
εϕx+ εϕy

1− εϕxεϕy

(6) εϕ (x− y) =
εϕx− εϕy
1 + εϕxεϕy

(7) σϕ (x+ y) =
σϕxσϕy − 1

σϕy + σϕx

(8) σϕ (x− y) =
σϕxσϕy + 1

σϕy − σϕx
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26. Τριγωνομετρικοί Αριθμοί Διπλάσιας Γωνίας

(1) ηµ2α = 2ηµασυνα

(2) συν2α = συν2α− ηµ2α

συν2α = 2συν2α− 1

συν2α = 1− 2ηµ2α

(3) εϕ2α =
2εϕα

1− εϕ2α

(4) ηµ2α =
1− συν2α

2

(5) συν2α =
1 + συν2α

2

27. Πολυώνυμα

Πολυώνυμο του x: P (x) = ανx
ν

+αν−1x
ν−1

+ . . .+α1x+α0 , όπου

ν ∈ N και αν , αν−1 , . . . , α1 , α0 ∈ R.

Συντελεστές: του πολυωνύμου P (x) λέγονται οι πραγματικοί αριθ-

μοί αν , αν−1 , . . . , α1 , α0 .

Σταθερός όρος: του πολυωνύμου P (x) λέγεται ο συντελεστής α
0
.

Βαθμός: του πολυωνύμου P (x) λέγεται ο φυσικός αριθμός ν, όταν

αν 6= 0. Με άλλα λόγια, είναι ο μεγαλύτερος εκθέτης του x που έχει

μη μηδενικό συντελεστή.

Σταθερά πολυώνυμα: λέγονται τα πολυώνυμα της μορφής α0 .

Μηδενικό πολυώνυμο: λέγεται το σταθερό πολυώνυμο 0.

•: Κάθε σταθερό και μη μηδενικό πολυώνυμο έχει βαθμό μηδέν. Για το

μηδενικό πολυώνυμο δεν ορίζεται βαθμός.

22

www.ymathematics.gr



΄Ισα: λέγονται δύο πολυώνυμα όταν έχουν ίδιο βαθμό και ίσους τους

αντίστοιχους συντελεστές τους.

Τιμή του πολυωνύμου P (x) για x = ρ: λέγεται ο πραγματικός α-

ριθμός

P (ρ) = ανρ
ν

+ αν−1ρ
ν−1

+ . . .+ α1ρ+ α0

Ρίζα του πολυωνύμου P (x): λέγεται κάθε ρ ∈ R με την ιδιότητα

P (ρ) = 0.

28. Πράξεις Πολυωνύμων

(1) Η πρόσθεση, η αφαίρεση και ο πολλάπλασιασμός πολυωνύμων είναι

γνωστές πράξεις από το Γυμνάσιο.

(2) Το άθροισμα και η διαφορά μη μηδενικών πολυωνύμων είναι ένα πο-

λυώνυμο με βαθμό μικρότερο ή ίσο από το μεγαλύτερο βαθμό των

αρχικών πολυωνύμων.

(3) Το γινόμενο μη μηδενικών πολυωνύμων είναι ένα πολυώνυμο με βαθμό

ίσο με το άθροισμα των βαθμών των αρχικών πολυωνύμων.

29. Διαίρεση πολυωνύμων και Βασικά Θεωρήματα

Ταυτότητα της διαίρεσης: Για κάθε ζεύγος πολυωνυμων∆(x)(διαιρετέος)
και δ(x)(διαιρέτης) με δ(x) 6= 0 υπάρχουν μοναδικά πολυώνυμα π(x)(πηλίκο)
και υ(x)(υπόλοιπο), τέτοια ώστε

∆(x) = δ(x)π(x) + υ(x)

όπου το υ(x) ειτε είναι το μηδενικό πολυώνυμο είτε έχει βαθμό μικρό-

τερο από το βαθμό του δ(x).

Τέλεια: λέγεται κάθε διαίρεση που έχει υπόλοιπο μηδέν.
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Παράγοντας του πολυωνύμου ∆(x): λέγεται ένα πολυώνυμο δ(x),
όταν η διαίρεση ∆(x) : δ(x) είναι τέλεια. Σε αυτή την περίπτωση λέμε

επίσης ότι το δ(x) διαιρεί ή ότι είναι διαιρέτης του ∆(x).

Θεώρημα υπολοίπου: Το υπόλοιπο της διαίρεσης ενός πουλυωνύ-

μου P (x) με το x− ρ είναι ίσο με την τιμή του πολυωνύμου P (x) για

x = ρ, δηλαδή υ = P (ρ).

Θεώρημα παράγοντα: Το πολυώνυμο P (x) έχει παράγοντα το x−ρ
αν και μόνο αν το ρ είναι ρίζα του P (x), δηλαδή αν και μόνο αν

P (ρ) = 0.

30. Σχήμα Horner

Το σχήμα Horner χρησιμοποιείται μόνο για διαρέσεις της μορφής P (x) :

(x− ρ), όπου P (x) = ανx
ν

+αν−1x
ν−1

+ . . .+α1x+α0 πολυώνυμο και ρ ∈ R

Συντελεστές του P (x)

αν αν−1 . . . α1 α0 ρ

↓ ρ · αν . . . ρ · β1 ρ · β0

αν βν−2 . . . β0 υ = P (ρ)

Συντελεστές πηλίκου

31. Πολυωνυμικές Εξισώσεις και Ανισώσεις

Πολυωνιμική εξίσωση βαθμού ν: λέγεται κάθε εξίσωση της μορ-

φής

ανx
ν

+ αν−1x
ν−1

+ . . .+ α1x+ α0 = 0

Βασική ισοδυναμία :

P1(x) · P2(x) · · ·Pκ(x) = 0⇔ P1(x) = 0 ή P2(x) = 0 ή . . . ή Pκ(x) = 0.
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Θεώρημα ακέραιων ριζών: ΄Εστω η πολυωνυμική εξίσωση

ανx
ν

+ αν−1x
ν−1

+ . . . + α1x + α0 = 0, με ακέραιους συντελεστές.

Αν ο ακέραιος ρ 6= 0 είναι ρίζα της εξίσωσης, τότε ο ρ είναι διαιρέτης

του σταθερού όρου α0 .

Μέθοδος Επίλυσης πολυωνυμικών εξισώσεων βαθμού ≥ 3:

P (x) = 0.

• Βρίσκουμε τους διαιρέτες του σταθερού όρου.

• Αναζητούμε ακέραια λύση ρ της εξίσωσης στους διαιρέτες (συ-

νίσταται το σχήμα Horner).

• Από το σχήμα Horner βρίσκουμε τη παραγοντοποίηση του P (x).

• Χρησιμοποιούμε τη βασική ισοδυναμία και λύνουμε τις δύο πο-

λυωνυμικές εξισώσεις που προκύπτουν.

Μέθοδος Επίλυσης πολυωνυμικών ανισώσεων βαθμού ≥ 3:

P (x) > 0(< 0, ≥ 0, ≤ 0)

• Παραγοντοποιούμε το πολυώνυμο P (x) σε γινόμενο πρωτοβάθ-

μιων (αx+β) και δευτεροθάθμιων (αx
2

+βx+γ) πολυωνύμων.

• Βρίσκουμε το πρόσημο κάθε παράγοντα ξεχωριστά.

• ῾῾Πολλαπλασιάζοντας ᾿᾿ τα πρόσημα των παραγόντων, βρίσκουμε

το πρόσημο του πολυωνύμου P (x).

• Λύνουμε την πολυωνυμική ανίσωση.
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32. Εξισώσεις και Ανισώσεις που Ανάγονται σε

Πολυωνυμικές

Κλασματικές Εξισώσεις: εμφανίζεται ο άγνωστος και στον παρο-

νομαστή. Μία μέθοδος επίλυσης είναι η εξής:

• Βρίσκουμε τους περιορισμούσ(παρονομαστές6= 0).

• Βρίσκουμε το ΕΚΠ των παρονομαστών.

• Πολλαπλασιάζουμε με το ΕΚΠ που βρήκαμε και τα δύο μέλη της

κλασματικής εξίσωσης και κάνουμε απαλοιφή παρονομαστών.

• Προκύπτει μία πολυωνυμική εξίσωση την οποία λύνουμε κατά τα

γνωστά.

• Τέλος, απορρίπτουμε τις λύσεις που δεν ικανοποιούν τους περιο-

ρισμούς.

΄Αρρητες εξισώσεις με τετραγωνικές ρίζες: εμφανίζεται ο ά-

γνωστος κάτω από τετραγωνικές ρίζες. Μία μέθοδος επίλυσης είναι

η εξής:

• Βρίσκουμε τους περιορισμούσ(υπόρριζες ποσότητες≥ 0).

• Απομονώνουμε μία τετραγωνική ρίζα στο ένα μέλος και υψώνου-

με και τα δύο μέλη στο τετράγωνο. Αυτό το βήμα το επαναλαμ-

βάνουμε όσες φορές χρειαστεί έως ότου εξαφανιστούν όλες οι

τετραγωνικές ρίζες με άγνωστο στην υπόρριζη ποσότητα.

• Λύνουμε την πολυωνυμική εξίσωση που προκύπτει κατά τα γνω-

στά.

• Τέλος, απορρίπτουμε τις λύσεις που δεν ικανοποιούν τους περιο-

ρισμούς και αυτές που δεν επαληθεύουν την αρχική εξίσωση.
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33. Εκθετική Συνάρτηση

Δυνάμεις με εκθέτη πραγματικό αριθμό: αν α, β θετικοί πραγ-
ματικοί αριθμοί και x1 , x2 , x ∈ R, τότε ισχύουν οι ιδιότητες

• α
x1+x2 = α

x1 · α
x2

• α
x1−x2 =

α
x1

α
x2

• α
x1 ·x2 =

(
α
x1
)x2

• αx · βx = (α · β)
x

• α
x

βx
=

(
α

β

)x
Εκθετική συνάρτηση με το α: ορίζουμε τη συνάρτηση

f : R −→ R με τύπο f(x) = αx, όπου α 6= 1.

Ιδιότητες εκθετικής συνάρτησης με βάση το α:

• έχει πεδίο ορισμού το R.

• έχει σύνολο τιμών το διάστημα (0,+∞) .

• η γραφική της παράσταση τέμνει τον άξονα y′y στο σημείοA (0, 1).

• είναι γνησίως αύξουσα στο R, όταν α>1 και είναι γνησίως φθί-

νουσα στο R, όταν 0<α<1.

• η γραφική της παράσταση έχει ασύμπτωτο τον αρνητικό ημιάξονα

Ox′, όταν α>1 και έχει ασύμπτωτο τον θετικό ημιάξονα Ox, όταν
0<α<1.
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Σχημα 5. Γραφική παράσταση f(x) = ax.

Εκθετική εξίσωση: λέγεται μια εξίσωση στην οποία ο άγνωστος

βρίσκεται στον εκθέτη.

Η επίλυση μιας εκθετικής εξίσωσης: βασίζεται στην ισοδυνα-

μία

α
x1 = α

x2 ⇔ x1 = x2 .

Εκθετική ανίσωση: λέγεται μια ανίσωση στην οποία ο άγνωστος

βρίσκεται στον εκθέτη.

Η επίλυση μιας εκθετικής ανίσωσης: βασίζεται στις ακόλουθες

ισοδυναμίες

για α > 1 ισχύει α
x1 < α

x2 ⇔ x1 < x2 .

για 0 < α < 1 ισχύει α
x1 < α

x2 ⇔ x1 > x2 .

Ο αριθμός του Euler: είναι ο e ≈ 2.71.

Εκθετική συνάρτηση: λέγεται η συνάρτηση f(x) = e
x
.
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34. Νόμος Εκθετικής Μεταβολής

Νόμος της εκθετικής μεταβολής: ονομάζεται η συνάρτηση

Q(t) = Q0e
ct,

όπου Q0 = Q(0) > 0 η αρχική τιμή του Q και c μια σταθερά που

εξαρτάται από την εκάστοτε εφαρμογή.

Ο νόμος της εκθετικής μεταβολής περιγράφει τη μεταβολή ενός φυσι-

κού μεγέθους ως προς το χρόνο t.

Για c > 0: λέγεται νόμος εκθετικής αύξησης.

Για c < 0: λέγεται νόμος εκθετικής απόσβεσης.

Ημιζωή ή χρόνος υποδιπλασιασμού: μιας ραδιενεργούς ουσίας

λέγεται ο χρόνος που απαιτείται για να διαπιστωθεί ή να εξαφανιστεί

η μισή ποσότητα της ραδιενεργού ουσίας.

35. Λογάριθμοι

Λογάριθμος του θ > 0 ως προς βάση 0 < α 6= 1: λέγεται ο εκ-

θέτης στον οποίο πρέπει να υψωθεί ο αριθμός α για να ισούται με θ.
Συμβολίζουμε με

log
α
θ.

Ισοδύναμα, αν 0 < α 6= 1 και θ > 0, έχουμε

log
α
θ = x⇐⇒ αx = θ.

Βάση του λογάριθμου: log
a
θ, λέγεται ο αριθμός α.

΄Ορισμα του λογαρίθμου: log
a
θ, λέγεται ο αριθμός θ.

Δεκαδικός λογάριθμος: λέγεται ο λογάριθμος με βάση το 10 και

γράφουμε απλά log θ, δηλαδή

log θ = x⇐⇒ 10x = θ.
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Φυσικός λογάριθμος: λέγεται ο λογάριθμος με βάση το e και γρά-

φουμε ln θ , δηλαδή

ln θ = x⇐⇒ ex = θ.

Ιδιότητες λογαρίθμων: αν 0 < α 6= 1, θ, θ1 , θ2 > 0 και ν ∈ R, τό-

τε

(1) log
a
ax = x

(2) log
a

1 = 0

(3) log
a
a = 1

(4) a
loga θ = θ

(5) log
a

(θ1 · θ2) = log
a
θ1 + log

a
θ2

(6) log
a

(
θ1
θ2

)
= log

a
θ1 − log

a
θ2

(7) log
a
θν = ν · log

a
θ

Παρατήρηση: σύμφωνα με την ιδιότητα (7) των λογαρίθμων και από

το (14) της παραγράφου 6, έπεται ότι

log
a

ν
√
θ =

1

ν
log

a
θ.

Αλλαγή βάσης λογαρίθμου: αν 0 < α 6= 1 και 0 < β 6= 1, τότε
για κάθε θ > 0 ισχύει

log
β
θ =

log
α
θ

log
α
β
.

36. Λογαριθμική Συνάρτηση

Λογαριθμική συνάρτηση με βάση το 0 < α 6= 1: λέγεται η συ-

νάρτηση f : (0,+∞) −→ R με τύπο

f(x) = log
α
x.

30

www.ymathematics.gr



I οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων y = log
a
x και

y = a
x
είναι συμμετρικές ως προς τη διχοτόμο των γωνιών xÔy και

x′Ôy′.

Ιδιότητες λογαριθμικής συνάρτησης με βάση το α:

• έχει πεδίο ορισμού το διάστημα (0,+∞).

• έχει σύνολο τιμών το R.

• η γραφική της παράσταση τέμνει τον άξονα x′x στο σημείοA (1, 0).

• είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα (0,+∞), όταν α>1 και εί-

ναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (0,+∞), όταν 0<α<1.

• η γραφική της παράσταση έχει ασύμπτωτο τον αρνητικό ημιάξο-

να Oy′, όταν α>1 και έχει ασύμπτωτο τον θετικό ημιάξονα Oy,
όταν 0<α<1.

Λογαριθμική εξίσωση: λέγεται μια εξίσωση στην οποία ο άγνω-

στος βρίσκεται στο όρισμα λογαρίθμου.

Η επίλυση μιας λογαριθμικής εξίσωσεις: βασίζεται στην ισο-

δυναμία

log
a
x1 = log

a
x2 ⇔ x1 = x2

Λογαριθμική ανίσωση: λέγεται μια ανίσωση στην οποία ο άγνω-

στος βρίσκεται στο όρισμα λογαρίθμου.

Η επίλυση μιας λογαριθμικής ανίσωσης: βασίζεται στις ακό-

λουθες ισοδυναμίες

για α > 1 ισχύει log
a
x1 < log

a
x2 ⇔ x1 < x2 .

για 0 < α < 1 ισχύει log
a
x1 < log

a
x2 ⇔ x1 > x2 .
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37. Κριτήρια Ισότητας Τριγώνων

ΠΓΠ: Δύο τρίγωνα που έχουν δύο πλευρές ίσες μία προς μία και τις

περιεχόμενες σε αυτές γωνίες τους ίσες είναι ίσα.

ΓΠΓ: Δύο τρίγωνα που έχουν μιά πλευρά ίση και τις προσκείμενες σε

αυτη γωνίες ίσες μία προς μία είναι ίσα.

ΠΠΠ: Δύο τρίγωνα που έχουν όλες τις πλευρές τους ίσες μία προς μία

είναι ίσα.

Δύο ορθογώνια τρίγωνα: είναι ίσα όταν ισχύει ένα από τα ακό-

λουθα:

• έχουν δύο αντίστοιχες πλευρές ίσες μία προς μία.

• έχουν μία πλευρά και την προσκείμενη σε αυτή οξεία γωνία αν-

τίστοιχα ίσες.

38. Αθροισμα Γωνιών Τριγώνου

(1) Σε κάθε τρίγωνο το άθροισμα των γωνιών του ισούται με 180◦.

(2) Κάθε εξωτερική γωνία ενός τριγώνου ισούται με το άθροισμα των δύο

απέναντι εσωτερικών γωνιών του.

(3) Κάθε γωνία ενός ισόπλευρου τριγώνου ισούται με 60◦.

39. Το Ισοσκελές Τρίγωνο

Ισοσκελές: λέγεται ένα τρίγωνο όταν έχει δύο πλευρές ίσες.

Ιδιότητες ισοσκελούς: σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο
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• οι προσκείμενες στη βάση γωνίες του είναι ίσες.

• η διάμεσος, η διχοτόμος και το ύψος τα οποία άγονται από την

κορυφή του συμπίπτουν.

Κριτήρια για ισοσκελή τρίγωνα: ένα τρίγωνο είναι ισοσκελές ό-

ταν ισχύει ένα από τα ακόλουθα :

• έχει δύο ίσες πλευρές.

• έχει δύο ίσες γωνίες.

• το ύψος και η διάμεσός που άγονται από την ίδια κορυφή του

συμπίπτουν.

Σχημα 6. Ισοσκελές τρίγωνο

40. Κυρτά ν-γωνα

Κυρτή: λέγεται μια γωνία 0 < ω < 180◦.

Κυρτό ν-γωνο: λέγεται κάθε πολύγωνο με ν το πλήθος πλευρές που

έχει όλες τις γωνίες του κυρτές.
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Το άθροισμα των γωνιών ενός κυρτού ν-γώνου: ισούται με

(2ν − 4) · 90◦

.

41. Παραλληλόγραμμα

Παραλληλόγραμμο: λέγεται το κυρτό τετράπλευρο που έχει τις α-

πέναντι πλευρές του παράλληλες.

Ιδιότητες παραλληλογράμμων: σε κάθε παραλληλόγραμμο:

• οι απέναντι πλευρές είναι ίσες.

• οι απέναντι γωνίες είναι ίσες.

• οι διαγώνιοι διχοτομούνται.

Κριτήρια για παραλληλόγραμμα: ένα κυρτό τετράπλευρο είναι πα-

ραλληλόγραμμο όταν ισχύει τουλάχιστον ένα από τα ακόλουθα:

• έχει τις απέναντι πλευρές του παράλληλες.

• έχει τις απέναντι πλευρές του μεταξύ τους ίσες.

• έχει δύο απέναντι πλευρές του ίσες και παράλληλες.

• έχει τις απέναντι γωνίες του μεταξύ τους ίσες.

• οι διαγώνιοί του διχοτομούνται.

42. Ορθογώνιο

Ορθογώνιο: λέγεται το παραλληλόγραμμο το οποίο έχει μία ορθή γω-

νία.
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Ιδιότητες ορθογωνίου: σε κάθε ορθογώνιο:

• όλες οι γωνίες του είναι ορθές.

• οι διαγώνιοί του είναι ίσες.

Κριτήρια για ορθογώνια: ένα κυρτό τετράπλερο είναι ορθογώνιο

όταν ισχύει τουλάχιστον ένα από τα ακόλουθα:

• είναι παραλληλόγραμμο και έχει μία γωνία ορθή.

• είναι παραλληλόγραμμο και οι διαγώνιοί του είναι ίσες.

• έχει τρεις ορθές γωνίες.

• έχει όλες τις γωνίες του ίσες.

43. Ρόμβος

Ρόμβος: λέγεται το παραλληλόγραμμο το οποίο έχει δύο διαδοχικές

πλευρές ίσες.

Ιδιότητες Ρόμβου: σε κάθε ρόμβο:

• όλες οι πλευρές είναι μεταξύ τους ίσες.

• οι διαγώνιοι τέμνονται κάθετα.

• οι διαγώνιοι διχοτομούν τις γωνίες.

Κριτήρια για ρόμβους: ένα κυρτό τετράπλερο είναι ρόμβος όταν ι-

σχύει τουλάχιστον ένα από τα ακόλουθα:

• έχει όλες τις πλευρές του ίσες.
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• είναι παραλληλόγραμμο και έχει δύο διαδοχικές πλευρές του ίσες.

• είναι παραλληλόγραμμο και οι διαγώνιοί του τέμνονται κάθετα.

• είναι παραλληλόγραμμο και μία διαγώνιός του διχοτομεί μία γωνία

του.

44. Τετράγωνο

Τετράγωνο: λέγεται το κυρτό τετράπλευρο που είναι ορθογώνιο και

ρόμβος.

Ιδιότητες: κάθε τετράγωνο έχει όλες τις ιδιότητες που έχουν τα πα-

ραλληλόγραμμα, τα ορθογώνια και οι ρόμβοι.

Κριτήρια για τετράγωνα: ένα παραλληλόγραμμο είναι τετράγωνο

όταν ισχύει τουλάχιστον ένα από τα ακόλουθα:

• έχει μια ορθή γωνία και δύο διαδοχικές πλευρές ίσες.

• έχει μια ορθή γωνία και μία διαγώνιός του διχοτομεί μια γωνία.

• έχει μια ορθή γωνία και οι διαγώνιοί του είναι κάθετες.

• έχει ίσες διαγώνιους και δύο διαδοχικές πλευρές ίσες.

• έχει ίσες διαγώνιους και μία διαγώνιός του διχοτομεί μια γωνία.

• έχει ίσες και κάθετες διαγωνίους.
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Σχημα 7. ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο, ΕΖΗΘ ορθογώνιο, Ι-

ΚΛΜ ρόμβος, ΝΞΟΠ τετράγωνο

45. Το Βαρύκεντρο

Θεώρημα: Οι διάμεσοι ενός τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σημείο,

του οποίου η απόσταση από κάθε κορυφή του τριγώνου είναι ίση με

τα
2

3
της αντίστοιχης διαμέσου.

Βαρύκεντρο τριγώνου: ονομάζεται το σημείο τομής των διαμέσων

του.
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Σχημα 8. Το σημείο Θ είναι το βαρύκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ.

46. Κύκλος

Κύκλος: είναι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του επιπέδου που

απέχουν από ένα σταθερό σημείο(κέντρο) σταθερή θετική απόστα-

ση(ακτίνα).

Χορδή: ενός κύκλου λέγεται κάθε ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει δύο

σημεία του.

Διάμετρος: ενός κύκλου λέγεται κάθε χορδή που διέχεται από το

κέντρο του. Κάθε διάμετρος είναι διπλάσια από την ακτίνα του.

Τόξο: ενός κύκλου, πρακτικά, λέγεται κάθε τμήμα της περιφέρειάς του.

Απόστημα: μια χορδής λέγεται το κάθετο ευθύγραμμο τμήμα από το

κέντρο του κύκλου ως τη χορδή. Το απόστημα διχοτομεί τη χορδή

και τα αντίσοιχα τόξα της.
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Απόστημα - Χορδή: Σε ίσες χορδές ενός κύκλου αντιστοιχούν ίσα

αποστήμα και αντίστροφα.

Σχημα 9

Επίκεντρη: λέγεται κάθε γωνία που έχει κορυφή το κέντρο ενός κύ-

κλου.

Εγγεγραμμένη: γωνία ενός κύκλου λέγεται κάθε γωνία που έχει την

κορυφή της πάνω στον κύκλο και οι πλευρές της τον τέμνουν.
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Σχημα 10

Εγγεγραμμένη-Επίκεντρη-Τόξο:

• Κάθε επίκεντρη γωνία είναι ίση με το τόξο στο οποίο βαίνει.

• Κάθε εγγεγραμμένη γωνία έχει μέτρο ίσο με το μισό της επίκεν-

της με την οποία βαίνουν στο ίδιο τόξο.

• Εγγεγραμένες γωνίες ενός κύκλου ή ίσων κύκλων που βαίνουν

στο ίδιο ή σε ίσα τόξα είναι ίσες και αντίστροφα.

• Κάθε εγγεγραμμένη γωνία που βαίνει σε ημικύκλιο είναι ορθή.

47. Αναλογίες

Λόγος: δύο ευθύγραμμων τμημάτων ΑΒ, ΓΔ λέγεται ο θετικός ρητός

αριθμός q για τον οποίο ισχύει ότι

AB = q · Γ∆.
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Συμβολικά γράφουμε q =
AB

Γ∆
.

Ανάλογα ευθύγραμμα τμήματα: Τα ευθύγραμμα τμήματα α, γ

λέγονται ανάλογα προς τα ευθύγραμμα τμήματα β, δ όταν

α

β
=
γ

δ
.

Η προηγούμενη ισότητα λέγεται αναλογία με όρους τα ευθύγραμμα

τμήματα α, β, γ, δ.

Σε αυτήν την αναλογία, τα ευθύγραμμα τμήματα α, β λέγονται ομόλογα

ή αντίστοιχα. Ομοίως και τα τμήματα γ, δ.

Ιδιότητες αναλογιών:

• α

β
=
γ

δ
⇔ αδ = βγ

• α

β
=
γ

δ
⇔ α

γ
=
β

δ

• α

β
=
γ

δ
⇔ α± β

β
=
γ ± δ
δ

• α

β
=
γ

δ
⇔ α

α± β
=

γ

γ ± δ

• α

β
=
γ

δ
= . . . =

κ

λ
=
α+ γ + . . .+ κ

β + δ + . . .+ λ

Θεώρημα του Θαλή: Αν τρεις τουλάχιστον παράλληλες ευθείες τέ-

μνουν δύο άλλες ευθείες, τότε ορίζουν σε αυτές ανάλογα ευθύγραμμα

τμήματα.
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Σχημα 11. Θεώρημα Θαλή

Σχημα 12. Θεώρημα Θαλή
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48. Ομοιότητα

΄Ομοια: λέγονται δύο ευθύγραμμα σχήματα που έχουν ανάλογες όλες

τις πλευρές τους και τις γωνίες που σχηματίζονται από τις αντίστοιχες

πλευρές τους ίσες μία προς μία.

Ο λόγος ομοιότητας: δύο όμοιων σχημάτων είναι λόγος των αντί-

στοιχων(ομόλογων) πλευρών τους και συμβολίζεται συνήθως με το

γράμμα λ.

΄Ομοια τρίγωνα: Δύο τρίγωνα είναι όμοια όταν ισχύει τουλάχιστον

ένα από τα ακόλουθα:

• έχουν δύο γωνίες ίσες μία προς μία.

• έχουν δύο πλευρές ανάλογες μία προς μία και τις περιεχόμενες

σε αυτές γωνίες ίσες.

Ο λόγος ομοιότητας δύο όμοιων τριγώνων: ισούται με το λό-

γο:

• δύο αντίστοιχων υψών τους.

• δύο αντίστοιχων διαμέσων τους.

• δύο αντίστοιχων διχοτόμων τους.

Ο λόγος των περιμέτρων δύο όμοιων πολυγώνων: ισούται με

το λόγο ομοιότητάς τους.

Ο λόγος των εμβαδών δύο όμοιων πολυγώνων: ισούται με το

τετράγωνο του λόγου ομοιότητάς τους.

49. Κανονικά πολύγωνα

Κανονικό πολύγωνο: λέγεται αυτό που έχει όλες τις πλευρές του

και όλες τις γωνίες του ίσες.
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Η γωνία: ϕν ενός κανονικού ν-γώνου έχει μέτρο

ϕν = 180◦ − 360◦

ν
.

Κέντρο: ενός κανονικού ν-γώνου λέγεται το κέντρο του περιγεγραμ-

μένου κύκλου.

Ακτίνα: ενός κανονικού ν-γώνου λέγεται η ακτίνα του περιγεγραμμέ-

νου κύκλου.

Απόστημα κανονικού ν-γώνου: Σε ένα κανονικό ν-γωνο κάθε

πλευρά του είναι χορδή του περιγεγραμμένου κύκλου. Το απόστημα

μιας πλευράς του λέγεται απόστημα του ν-γώνου.

Κεντρική γωνία: ενός κανονικού ν-γώνου λέγεται η επίκεντρη γω-

νία του περιγεγραμμένου κύκλου υπό την οποία φαίνεται κάθε πλευράς

του.

Συμβολισμοί: σε ένα κανονικό ν-γωνο

• ϕν : η γωνία του.

• ων : η κεντρική γωνία του.

• R: η ακτίνα του.

• λν : η πλευρά του.

• αν : το απόστημά του.

• Pν : η περίμετρός του.

• Eν : το εμβαδόν του.
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Σχημα 13. Κανονικό 7γωνο

Σε κάθε κανονικό ν-γωνο ακτίνας R ισχύουν:

• ων =
360◦

ν
• α2

ν
+

(
λν
2

)2

= R2

• Pν = ν · λν • Eν =
Pναν

2

50. Βασικοί Τύποι Μήκους, Εμβαδού, ΄Ογκου
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Σχημα 14. Μήκος κύκλου L και μήκος τόξου `

Σχημα 15. Εμβαδόν κυκλικού δίσκου E και κυκλικού

τομέα Eτ μέτρου μ μοιρών ή α ακτινίων
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Σχημα 16. Εμβαδόν τριγώνου, όπου τ =
α+ β + γ

2
είναι

η ημιπερίμετρος, r η ακτίνα του εγγεγραμμένου κύκλου του

τριγώνου και R η ακτίνα του περιγεγραμμένου κύκλου του τρι-

γώνου.

Σχημα 17. Εμβαδόν τετραγώνου πλευράς α
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Σχημα 18. Εμβαδόν ορθογωνίου παραλληλογράμμου

Σχημα 19. Εμβαδόν παραλληλογράμου

48

www.ymathematics.gr



Σχημα 20. Εμβαδόν Τραπεζίου

Σχημα 21. Εμβαδόν επιφάνειας Ε και όγκος V σφαί-
ρας με ακτίνα R
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Σχημα 22. Εμβαδόν επιφάνειας Ε και όγκος V κύβου

ακμής α

Σχημα 23. ΄Ογκος παραλληλεπιπέδου
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Σχημα 24. ΄Ογκος Κυλίνδρου

Σχημα 25. ΄Ογκος Κώνου
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51. Η Εξίσωση της Ευθείας στο Επίπεδο

Η γωνία ω: που σχηματίζει μια ευθεία ενός καρτεσιανού επιπέδου έ-

χει αρχική πλευρά τον άξονα x′x, τελική πλευρά την ευθεία και δια-

γράφεται κατά τη θετική φορά.

•: Ισχύει ότι 0 ≤ ω < π.

Σχημα 26. Γωνία ευθείας με άξονα x′x

Η κλίση ή ο συντελεστής διεύθυνσης λ: μιας ευθείας ισούται

με λ = εϕω, όταν ω 6= π

2
, αλλιώς δεν ορίζεται.

Η κλίση λ: μιας ευθεία που διέρχεται από τα σημεία A(x1, y1) και

B(x2, y2) με x1 6= x2 ισούται με λ =
y2 − y1

x2 − x1
.

Παράλληλες ευθείες: ε1 ‖ ε2 ⇔ λ1 = λ2.

Κάθετες ευθείες: ε1 ⊥ ε2 ⇔ λ1 · λ2 = −1.
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Εξίσωση ευθείας με κλίση λ και γνωστό σημείο της, A(x0, y0):

y − y0 = λ(x− x0).

Ειδικές Περιπτώσεις:

Σχημα 27

Γενική μορφή εξίσωσης ευθείας:

Ax+By + Γ = 0, A 6= 0 ή B 6= 0.

Απόσταση σημείου M(x0, y0) από ευθεία ε:

d(M, ε) =
|Ax0 +By0 + Γ|√

A2 +B2

52. Εξίσωση Κύκλου

Εξίσωση κύκλου με κέντρο K(x0, y0) και ακτίνα r > 0:

(x− x0)2 + (y − y0)2 = r2
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Εξίσωση εφαπτομένης κύκλου x2 + y2 = r2
στο σημείο του A(x1, y1):

x1x+ y1y = r2.

Η εφαπτομένη : ενός κύκλου:

• έχει μόνο ένα κοινό σημείο με τον κύκλο, δηλαδή το αλγεβρικό

σύστημα των εξισώσεών τους έχει μοναδική λύση.

• είναι κάθετη με την ακτίνα του κύκλου που καταλήγει στο σημείο

επαφής, δηλαδή η απόσταση του κέντρου του κύκλου από την

εφαπτομένη ισούται με την ακτίνα του.

Σχημα 28
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